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Problema 1. Considere un cascarón esférico de radio interno 𝑎 y radio externo 𝑏 con polarización 
 

�⃗� (𝑟 ) =
𝛽

𝑟
�̂� 

 
Encuentre el campo eléctrico de las siguientes formas: 
 
Forma 1 
(a) Encuentre las densidades de carga volumétrica y superficiales de carga polarizada. 
(b) Encuentre el potencial 𝑉(𝑟) en todo el espacio. 

(c) Encuentre el campo eléctrico. 
 
Forma 2 
(a) Encuentre las densidades de carga volumétrica y superficiales de carga polarizada 
(b) Encuentre el campo eléctrico por ley de gauss 
 
Forma 3 
(a) Encuentre el campo eléctrico utilizando ley de gauss para dieléctrico 
 

 
 
Forma 1 
 
(a) Por definición las densidades de carga volumétrica y superficiales de polarización son (la divergencia se 
considera en coordenadas esféricas  
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𝛽
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(b) Calculamos el potencial 
 

𝑉(𝑟 ) = ∫
𝐾

|𝑟 − 𝑟 ′|
𝑑𝑞 =

1

4𝜋𝜀0
(∫

𝜌𝑃
|𝑟 − 𝑟 ′|

𝑑𝑉′ + ∫
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|𝑟 − 𝑟 ′|
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Calculemos la primera integral (𝑟  es una posición fija y 𝑟 ′ barre por toda la distribución de carga) 
 

∫
𝜌𝑃(𝑟 ′)
|𝑟 − 𝑟 ′|

𝑑𝑉 ′ = ∫ ∫ ∫ −
𝛽
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𝑑𝜙′ 𝑑𝜃′ 𝑑𝑟′

𝜋

0

2𝜋

0

𝑏

𝑎

= −2𝜋𝛽 ∫ ∫
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La integral ∫
sin(𝜙′)

𝑟2+𝑟′2−2𝑟𝑟′ cos(𝜙′)
𝑑𝜙′ 𝑑𝑟′

𝜋

0
 tiene dos soluciones dependiendo del caso 

 

∫
sin(𝜙′)

(𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′ cos(𝜙′))1 2⁄
𝑑𝜙′

𝜋

0

=

{
 
 

 
 
2

𝑟
    𝑟 > 𝑟′

2

𝑟′
   𝑟 < 𝑟′

 

 
Entonces (recordar que 𝑟′ barre entre 𝑎 y 𝑏 (𝑎 < 𝑟′ < 𝑏)) 
 

∫
𝜌𝑃(𝑟 ′)
|𝑟 − 𝑟 ′|

𝑑𝑉 ′ =

{
 
 

 
 −

4𝜋𝛽

𝑟
∫ 𝑑𝑟′
𝑅

𝑎

= −
4𝜋𝛽(𝑅 − 𝑎)

𝑟
= −

4𝜋𝛽𝑅

𝑟
+
4𝜋𝛽𝑎

𝑟
          𝑟 > 𝑟′

−4𝜋𝛽∫
1

𝑟′
𝑑𝑟′

𝑏

𝑅

= −4𝜋𝛽 ln (
𝑏

𝑅
)                                              𝑟 < 𝑟′

 

 
La segunda integral en el cálculo del potencial: 
 

∫
𝜎𝑃𝑖(𝑟 ′)
|𝑟 − 𝑟 ′|

𝑑𝐴′ = ∫ ∫ −
𝛽

𝑎
⋅

𝑎2 sin(𝜙′)

(𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑟𝑎 cos(𝜙′))1 2⁄
𝑑𝜙′ 𝑑𝜃′

𝜋

0
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0
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0
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La tercera integral en el cálculo del potencial 
 



∫
𝜎𝑃𝑒(𝑟 ′)
|𝑟 − 𝑟 ′|

𝑑𝐴′ = ∫ ∫
𝛽

𝑏
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0
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0
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𝑑𝜙′

𝜋

0

= {

4𝜋𝛽𝑏

𝑟
     𝑟 > 𝑏

4𝜋𝛽         𝑟 < 𝑏

 

 
Entonces tenemos el potencial en 3 zonas distintas 
 
Para 𝑟 < 𝑎 
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𝑏
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Para 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 
 

𝑉(𝑟) = −
𝛽

𝜀0
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𝑏

𝑟
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𝛽

𝜀0
+
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𝜀0𝑟
−
𝛽𝑎

𝜀0𝑟
+
𝛽

𝜀0
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𝛽

𝜀0
ln (

𝑏

𝑟
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Para 𝑟 > 𝑏 
 

𝑉(𝑟) = −
𝛽𝑏

𝜀0𝑟
+
𝛽𝑎

𝜀0𝑟
−
𝛽𝑎

𝜀0𝑟
+
𝛽𝑏

𝜀0𝑟
= 0 

 
(c) El campo eléctrico a partir del potencial se obtiene como (gradiente en coordenadas esféricas                       
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�⃗� = −∇V = −
𝜕𝑉

𝜕𝑟
�̂� =

{
 
 

 
 

−

0⃗                    𝑟 < 𝑎

𝛽
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0⃗                    𝑟 > 𝑏

 

 
Forma 2 
 
(a) Al igual que en la Forma 1, por definición las densidades de carga volumétrica y superficiales de polarización 
son (la divergencia se considera en coordenadas esféricas  

∇⃗⃗ ⋅ 𝐴 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2 ⋅ 𝐴𝑟) +

1

𝑟 sin(𝜃)

𝜕

𝜕𝜃
(sin(𝜃)𝐴𝜃) +

1

𝑟 sin(𝜃)

𝜕𝐴𝜙

𝜕𝜙
 y solo se toma en cuenta la parte radial): 
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(b) Por ley de gauss tenemos 
 

∮�⃗� ⋅ 𝑑𝐴 =
𝑄

𝜀0
 

 
Por la simetría esférica del problema 
 

4𝜋𝑟2𝐸 =
𝑄

𝜀0
     ⇒      �⃗� =

𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
�̂� 

 
Pero 𝑄 es la integral de las densidades de carga y se distinguen 3 regiones 
 
Para 𝑟 < 𝑎 
 

𝑄 = ∫𝜌𝑃 𝑑𝑉 = 0 

 
Para 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 
 

𝑄 = ∫𝜌𝑃 𝑑𝑉 +∮𝜎𝑃𝑖 𝑑𝐴 = ∫ ∫ ∫ −
𝛽

𝑟2
⋅ 𝑟2 sin(𝜙) 𝑑𝜙

𝜋

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

𝑑𝑟
𝑟

𝑎

+∫ ∫ −
𝛽

𝑎
⋅ 𝑎2 sin(𝜙) 𝑑𝜙

𝜋

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= −4𝜋𝛽(𝑟 − 𝑎) − 4𝜋𝛽𝑎 = −4𝜋𝛽𝑟 
 
Para 𝑟 > 𝑏 
 

𝑄 = ∫𝜌𝑃 𝑑𝑉 + ∮𝜎𝑃𝑖 𝑑𝐴 +∮𝜎𝑃𝑒 𝑑𝐴

= ∫ ∫ ∫ −
𝛽

𝑟2
⋅ 𝑟2 sin(𝜙) 𝑑𝜙

𝜋

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

𝑑𝑟
𝑏

𝑎

+∫ ∫ −
𝛽

𝑎
⋅ 𝑎2 sin(𝜙) 𝑑𝜙

𝜋

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

+∫ ∫
𝛽

𝑏
⋅ 𝑏2 sin(𝜙) 𝑑𝜙

𝜋

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= −4𝜋𝛽(𝑏 − 𝑎) − 4𝜋𝛽𝑎 + 4𝜋𝛽𝑏 = 0 

 
Entonces el campo eléctrico nos queda 
 

�⃗� =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟2
�̂� =

{
 
 

 
 0⃗                    𝑟 < 𝑎

−
𝛽

𝜀0𝑟
�̂�          𝑎 < 𝑟 < 𝑏

0⃗                     𝑟 > 𝑏

 

 
Forma 3 
 
(a) Por ley de gauss tenemos 
 

∮�⃗⃗� ⋅ 𝑑𝐴 = 𝑄𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒 = 0 



 
Por la simetría esférica del problema 
 

4𝜋𝑟2𝐷 = 0     ⇒      �⃗⃗� = 0⃗  
 
De la definición de desplazamiento eléctrico 
 

�⃗⃗� = 𝜀0�⃗� + �⃗� = 0⃗      ⇒      �⃗� = −
1

𝜀0
�⃗� =

{
 
 

 
 0⃗                    𝑟 < 𝑎

−
𝛽

𝜀0𝑟
�̂�          𝑎 < 𝑟 < 𝑏

0⃗                     𝑟 > 𝑏

 

 
Problema 2. Una esfera de radio 𝑎 se carga a potencial 𝑉0 y se aísla. Posteriormente se conecta con la Tierra a 
través de un condensador cuya capacidad es 𝐶. (Por definición la tierra está a potencial cero 
independientemente de la carga que adquiera). Calcule el potencial final de la esfera, la carga en la esfera y en el 
condensador. ¿Cuánta energía se disipó al hacer conexión a Tierra? 
 
 
La carga inicial de la esfera es fácil de obtener ya que nos dan como dato el potencial. Como el potencial a 
distancia 𝑟 generado por una esfera conductora cargada es 
 

𝑉(𝑟) =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
 

 
Tenemos que en la superficie 
 

𝑄𝑖 = 4𝜋𝜀0𝑎𝑉0 
 
Ahora, al conectar la esfera a una de las placas del condensador, ambos conductores quedan al mismo potencial 
𝑉𝑓. Además, como el otro conductor que compone al condensador está conectado a tierra, este se encuentra a 

potencial cero. Luego, la diferencia de potencial entre las placas del condensador es 𝑉𝑓. Si llamamos 𝑄𝑓 a la 

carga final de la esfera y 𝑄𝐶 a la del condensador, se cumple que: 
 

𝑄𝑖 = 𝑄𝑓 + 𝑄𝑐 

𝑄𝑓 = 4𝜋𝜀0𝑎𝑉0 

𝑄𝑐 = 𝐶𝑉𝑓 

 
La primera relación es la conservación de carga entre la esfera y la placa del condensador conectada a esta. 
Recordemos que en un condensador (cargado) no hay traspaso de carga entre los conductores constituyentes. 
La segunda ecuación relaciona la carga de la esfera con el potencial. Aquí estamos asumiendo que la esfera es 
suficientemente grande como para despreciar el efecto del campo eléctrico generado por el condensador. La 
ultima ecuación relaciona la carga y el potencial del condensador. Así, tenemos tres ecuaciones para las tres 
incógnitas 𝑄𝑓, 𝑄𝐶 y 𝑉𝑓. Resolviendo el sistema y reemplazando el valor de 𝑄𝑖 encontramos: 

 



𝑉𝑓 =
4𝜋𝜀0𝑎𝑉0
𝐶 + 4𝜋𝜀0𝑎

 

𝑄𝑐 =
4𝜋𝜀0𝑎𝑉0𝐶

𝐶 + 4𝜋𝜀0𝑎
 

𝑄𝑓 =
(4𝜋𝜀0𝑎)

2𝑉0
𝐶 + 4𝜋𝜀0𝑎

 

 
La energía inicial del sistema es la energía almacenada en el campo eléctrico de la esfera conductora 
 

𝑈𝑖 =
𝑄𝑖𝑉0
2

 

 
La energía final es la almacenada en el campo eléctrico de la esfera (luego de conectarse a tierra) más la energía 
almacenada en el campo eléctrico del condensador 
 

𝑈𝑓 =
𝑄𝑓𝑉𝑓

2
+
𝑄𝑐𝑉𝑓

2
 

 
Luego, la energía disipada viene dada por: 
 

Δ𝑈 = 𝑈𝑓 − 𝑈𝑖 =
𝑄𝑓𝑉𝑓

2
+
𝑄𝑐𝑉𝑓

2
−
𝑄𝑖𝑉0
2

=
(𝑄𝑓 +𝑄𝑐)𝑉𝑓

2
−
𝑄𝑖𝑉0
2

=
𝑄𝑖𝑉𝑓

2
−
𝑄𝑖𝑉0
2

=
𝑄𝑖(𝑉𝑓 − 𝑉0)

2
 

 
Reemplazando los valores de 𝑄𝑖 y 𝑉𝑓  obtenemos: 

 

Δ𝑈 =
𝑄𝑖(𝑉𝑓 − 𝑉0)

2
= 2𝜋𝜀0𝑎𝑉0 (𝑉0 −

4𝜋𝜀0𝑎𝑉0
𝐶 + 4𝜋𝜀0𝑎

) 

 
Problema 3. Un condensador cilíndrico de carga Q, cuyos radios interno y externo son a y b respectivamente, es 
introducido verticalmente en un líquido dieléctrico (lineal) de permitividad 𝜀. Suponga que el conductor externo 
se encuentra conectado a tierra, y el conductor interno está a un potencial fijo 𝑉. Suponiendo que el líquido 
dieléctrico ha subido una altura ℎ, y que la densidad de masa del líquido es 𝜌0, determine una ecuación para 
encontrar ℎ. 
 

 



La capacitancia de dos cilindros coaxiales con vacío intermedio, por ayudantía 7 es 
 

𝐶𝑣 =
2𝜋𝜀0(𝐿 − ℎ)

ln(𝑏 𝑎⁄ )
 

 
Para cilindros coaxiales con dieléctrico como medio entre cilindros es 
 

𝐶𝑑 =
2𝜋𝜀ℎ

ln(𝑏 𝑎⁄ )
 

 
La energía almacenada en cada uno es 
 

𝑈𝑣 =
𝐶𝑉2

2
=
𝑉2𝜋𝜀0(𝐿 − ℎ)

ln(𝑏 𝑎⁄ )
 

𝑈𝑑 =
𝑉2𝜋𝜀ℎ

ln(𝑏 𝑎⁄ )
 

 
Entonces la energía total del sistema es 
 

𝑈 = 𝑈𝑣 +𝑈𝑑 =
𝑉2𝜋𝜀0(𝐿 − ℎ)

ln(𝑏 𝑎⁄ )
+
𝑉2𝜋𝜀ℎ

ln(𝑏 𝑎⁄ )
=

𝑉2𝜋

ln(𝑏 𝑎⁄ )
(𝜀0𝐿 + ℎ(𝜀 − 𝜀0)) 

 
La fuerza del sistema producida para reducir su energía 
 

𝐹𝑈⃗⃗ ⃗⃗ = ∇𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕ℎ
�̂� =

𝑉2𝜋(𝜀 − 𝜀0)

ln(𝑏 𝑎⁄ )
�̂� 

 
Entonces esa fuerza de subida del líquido debe igualarse a la fuerza de gravedad para que haya equilibrio 
 

𝐹𝑔⃗⃗  ⃗ = m𝑔 = 𝜌�̅�𝑔 = 𝜌0𝜋(𝑏
2 − 𝑎2)ℎ𝑔 = −𝑔𝜌𝜋(𝑏2 − 𝑎2)ℎ�̂� 

 

𝐹𝑈⃗⃗ ⃗⃗ = −𝐹𝑔⃗⃗  ⃗     ⇒     
𝑉2𝜋(𝜀 − 𝜀0)

ln(𝑏 𝑎⁄ )
= 𝑔𝜌𝜋(𝑏2 − 𝑎2)ℎ 

 
Entonces 
 

ℎ =
𝑉2(𝜀 − 𝜀0)

𝑔𝜌(𝑏2 − 𝑎2) ln(𝑏 𝑎⁄ )
 


